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Este artigo apresenta estudos referentes a rigidez de pilares em andlises de segunda
ordem. Para o fornecimento de dados de rigidez para analises nao-lineares € proposta a
utilizagdo das relagbes momento fletor - forca normal - rigidez secante. Para isto,
através da linearizagdo das relagdes momento-curvatura € apresentado o procedimento
de construcdao dos abacos, contendo as curvas de interacdo momento fletor - forca
normal em conjunto com os valores de rigidez secante adimensionais. Com a finalidade
de demonstrar a aplicabilidade, apresentam-se exemplos de utilizacdo desses abacos
para dimensionamento e verificacdo de pilares. Nestes exemplos a nao-linearidade
geométrica é considerada através do processo P-delta, Pilar-Padrdo ou Pilar-Padrao
Melhorado e a nao-linearidade fisica pelos abacos com as curvas de interagdo momento
fletor - forca normal - rigidez secante adimensional. Conclui-se que a utilizagdo da
rigidez secante adimensional para consideragao da nao-linearidade fisica dos pilares é
uma ferramenta de grande potencial, pois fornece resultados excelentes.

Palavras-Chave: analise ndo-linear. rigidez de pilares em concreto armado

1 Introdugao

O Concreto Armado é um material heterogéneo constituido de concreto e aco e de
comportamento nao-linear. Para estudo da nao-linearidade de estruturas de concreto
armado é necessario analisar a nao-linearidade fisica do material e a nao-linearidade
geométrica da estrutura. O conhecimento da rigidez da peca € de grande importancia
para determinagao da deformabilidade e da estabilidade da estrutura.

A nao-linearidade fisica do material € usualmente definida a partir das relagcdes entre
momento fletor - forca normal - curvatura, porém, para uso pratico, pode ser mais
conveniente usar relagdes momento fletor — forga normal - rigidez secante, pois estas
relacées fornecem diretamente os valores necessérios as etapas de analises lineares
nas quais sdao decompostas as andlises nao-lineares.

Franca[6] propbs uma linearizagdo das relagcbes momento-curvatura sob a forma de
rigidez secante, com base em parametros para caracterizagdo da deformabilidade. Com
a linearizagdo da relagdo momento-curvatura, € possivel a constru¢do de 4bacos de
interacdo (Mu — Nu) nos quais estdo também tracadas curvas de rigidez secante
adimensional.

Sao apresentados exemplos de emprego desses abacos, pois podem ser de grande
auxilio e aplicabilidade em problemas de dimensionamento e verificagcdo, tanto em
andlises feitas com o Método Geral como em analises com Métodos Aproximados.
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2 Utilizacao de valores de rigidez secante baseados na linearizacao das relacoes
momento-curvatura para andlises de segunda ordem

2.1 Definigdo de rigidez secante adimensional ou relativa

Para a construgdo de abacos com validade para varias se¢des e tipos de concreto, é
conveniente adotar valores adimensionais de rigidez.
Para segbes retangulares e circulares tem-se:

EI. .
Kk =———— para segao cheia
AR f

c cd

i,sec

K, =———— para segao vazada
Acho fcd

Sendo:
M.
EIi sec = :
’ a7r),
Onde:
M; valor do momento para o qual a rigidez secante esta sendo definida;
(17r); curvatura correspondente ao momento M;;
h altura da secéao na direcéo do plano de atuagcdo do momento M; para se¢ao
retangular ou o didmetro para secao circular;
ho distancia entre o centro de gravidade das armaduras superiores e

inferiores na direcdo do plano de atuacdao do momento M; para secao
retangular ou circular;

foa =fa/yc  valor da resisténcia de calculo do concreto a compressao, com y. = 1,4;

Ac area da sec¢ao transversal de concreto.

2.2 Proposta de linearizacdo das relagcbes momento-curvatura

A linearizagdo proposta por Franga[6] toma como base as curvas momento-curvatura
construidas a partir do diagrama tensédo-deformagéao parabola-retangulo e valores de of;
= 0,85. 1,3 feq, fy = fya € s = 1,10. Ela consiste em substituir a relagdo momento-
curvatura por uma reta que liga a origem do diagrama (A) ao ponto (B) correspondente a
intersecao entre o momento fletor dltimo dividido por ys (Mug/viz) € a curva momento-
curvatura conforme figura abaixo.
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Figura 1 - Linearizagao Proposta.

A rigidez secante dada por essa reta é chamada de El;, € 0 correspondente valor de
rigidez secante adimensional k é dado por:
M

ud

El, 745 1

K= o =
Achzfcd i Achzfcd
rz,‘s

M

ud

El, Vs 1

K- — CS
’ Achazfcd L Achazfcd
r(‘A'
Esse valor de rigidez secante adimensional, uUnico, sera adotado para qualquer
intensidade de momento fletor e sera calculado para diferentes valores de forga normal,
taxa e arranjo da armadura.

para secao cheia

para secao vazada
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2.3 Procedimento para obtencao de k e construgdo de abacos de interagcao para
secoes retangulares e circulares, cheias e vazadas.

Abacos com curvas de interacdo sdo construidos com a utilizacdo dos valores de rigidez
secante adimensional k e com os procedimentos descritos a seguir.

Dada uma secéo transversal retangular ou circular, cheia ou vazada, e com arranjo de
armadura definido, sdo construidas curvas de interacdo dos valores ultimos (Mug, Na)
para varias taxas de armadura, como mostra a figura 2.

Para cada conjunto de valores (Asot, N4, Myg) € construido o trecho da curva momento-
curvatura (com N = Ng/ys, afc = 0,85 . 1,3 feq € fyg), € calculado o valor de 1/res
correspondente a Mud/yis € Ng/vis, como mostra a figura 3. O valor da rigidez secante
adimensional k¥ € dado pela expressdo mostrada anteriormente. Com isso, obtém-se,
para o conjunto de pontos escolhidos, os valores (Asiot, Ng, Mug, k). Em seguida sao
necessarias interpolacées para se obterem os pares (Ng, Mug) que correspondem a
valores inteiros de k. Unindo-se os pontos com mesmos valores de rigidez secante,
obtém-se as curvas de k em fungéo de Ny, Mg, como mostra a figura 4.

90 A,=30cm?
é 80 A =25

70
= — - 7‘510‘* ““““ N
S5 90 A_=10 \
:0_', g 40 A =5 :
=< 30 A0 ;
o) ;
g o |
£ 10 ;
o i
E O T + T

0 200 400 600 800 N 1000 1200
Forca Normal (kN) ?

Figura 2 —Curvas de interacao dos valores ultimos para vérias taxas de armadura para
uma determinada secao transversal.
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Figura 3 - Processo de obtengéo de «.
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Figura 4 - Curvas de interacao e valores de x correspondentes

A partir do procedimento mostrado, transformado para varidveis adimensionais, foram
elaborados abacos com curvas de interagdo e curvas de k constantes para as secoes
mostradas na figura 5 com os valores de d’/h correspondentes para cada secao,
complementando os ja construidos por Franga[6].
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Figura 5 — Arranjos de armadura e valores correspondentes de d'/h.

com os adimensionais dados por:

— Nd
Ac fcd
M, e.N, e ~ ,
u = = =—V para se¢ao cheia
Achfcd Achfcd h
M , e.N, e ~
H, = = = —V para se¢do vazada
Acho fcd Acho fcd ho
As,tm‘fyd
w=—"
Acfcd
EI, ~ ,
K=—"F"— para secao cheia
Ach fcd
EIL‘Y =
K, =—73— para se¢ao vazada
Acha fcd
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Para sec¢des retangulares e circulares vazadas € utilizado “h,” (distancia entre os centros
de gravidades das armaduras superiores e inferiores) ao invés de “h” (distancia entre as
faces externas da pega) na definicdo dos adimensionais, pois geralmente o pilar
retangular de se¢do vazada nao tem a mesma espessura de parede nas duas diregdes,
entdo dificultaria muito na criacdo dos abacos para este tipo de secao. Adotando-se uma
espessura média entre as paredes de maneira a manter a mesma area de concreto e a
mesma distancia das armaduras b, € h, em relagcao ao centro de gravidade da secéo, a
resisténcia da peca nao tem variacao significante. Portanto, ao utilizar-se uma secéao
equivalente com a espessura média, como mostra a figura abaixo, diminui-se a
quantidade de abacos a serem construidos e torna-se mais pratico a utilizacdo dos
mesmos.

be be hm

1 1 11

h
h

1<
h
hO

el
— R

bo

Figura 6: Secao retangular vazada adotando a espessura média.
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2.4 Exemplos de abacos de interagdo adimensional Momento-Normal-Rigidez Secante

Momento Fletor Adimensional |

065
0,60
055
0,50
045
0,40
0,35
030
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05

0,00
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CURVAS DE INTERACAO ADIMENSIONATS Momento-Normal-Rigidez Secante
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Figura 7: Abaco para secéo retangular cheia tipo A com d’/h=0,10 e ¢=0,0.
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CONSULTORIA ESTRUTURAL

CURVAS DE INTERACAO ADIMENSIONATS Momento-Normal-Rigidez Secante
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Figura 8: Abaco para segéo retangular cheia tipo B com d"/h,=0,10 e 9=0,0.
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CURVAS DE INTERACAO ADIMENSIONATS Momento-Normal-Rigidez Secante
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Figura 9: Abaco para secéo retangular cheia tipo C com d’/h,=0,05 e ¢=0,0.

3 Aplicacdo a problemas com flexao normal-composta

Pretende-se mostrar através dos exemplos o potencial da idéia da utilizagdo da rigidez
secante adimensional para consideragdo da néo-linearidade fisica em pilares.
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3.1 Exemplo 1

O exemplo apresenta o dimensionamento de um pilar em balanco de sec¢éo retangular,
engastado na base, utilizando os Processos do Pilar-Padrdao e do Pilar-Padrao

Melhorado.
%Nd
y .
. o/[\o 0738 }
| = |
o |
: |
A N I S |-
- |
Hyhﬁﬂf
‘ (] (] } (] L }
| i
—b=0,40—
SECAO TRANSVERSAL VISTA LATERAL
Figura 10: Caracteristicas Geométricas.
Geometria:

b=0,40m ; h=0,60m ; L=6,0m

ei=0,15m (excentricidade inicial, incluindo as imperfeigdes)
Ax=69,2

d/h=0,10

Cargas:
Ng=3000kN

My=3000 x 0,15 = 450kN.m
Para consideracao da fluéncia é adotado o valor igual a 0,0.
Parédmetros dos Materiais:

-concreto:  fx=30MPa
-aco: fx=500MPa

Calculo de A;:
25+12,5% (e, / h)
A =
6Yh
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Para pilares em balanco o, € dado por: o, =0,80+ 0,20><% =1,0
Portanto: 4, = 25+12’5>;((())’15/0’60) =282

Como A4 > Ay é necesséario considerar o efeito de 22ordem.

3.1.1 Processo do Pilar-Padrdo com rigidez x do abaco

V= = 30000 ~ 083
0,40%0,60x ———
1,4

M 450
b= 30000 140

¢ cd 0,4X0,62 X—

1
Hror = Hy 1-a,
1 /h)? 221,21
o = VXL =0,583x% (200500 _ 2
10x s Xk 10 b .
Portanto: u,,, = i, W
K

Como o processo ¢ iterativo, na tabela abaixo sdo apresentadas as etapas de iteragao.
E utilizado o abaco tipo A10F0 devido a disposicdo da armadura, o valor de d'/h e o
valor da fluéncia.

Tabela 1 - Processo Pilar-Padrao.

lteracao \ Utot Kobtido pelo abaco
12 0,583 >0,146 70
28 0,583 0,21 73
32 0,583 0,21 73

Portanto ao entrar no dbaco com v=0,583 e u=0,21 tem-se ©=0,38 onde resulta em uma
armadura total de 44,95cm?.

3.1.2 Processo do Pilar-Padrdo Melhorado com rigidez x do abaco

M
L 3000 0583 1, = 450

=0,146
0,40x 0,60 x 30000

30000

1d _
Al 04%0,6°x
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l1-a.a
Hror :'ull——;(EC
(1, /h)? 83X(2x6,0/0,60)2 21,21
¢ 10X, XK 10x 11X & K
10
a.=—0,7-«
=55 07-a)

Como «, :% =10 resultaem o, =-0,25

1—(21’21jx(—0,25)

K
2121
K

Portanto: u,,, = i,

1

Como o processo também ¢ iterativo, na tabela abaixo sdo apresentadas as etapas de
iteracdo. E utilizado novamente o dbaco tipo A10F0 devido a disposi¢ao da armadura, o
valor de d'/h e o valor da fluéncia.

Tabela 2: Processo Pilar-Padrao Melhorado.

Tteracdo Vv Wrot Kobtido pelo
abaco
12 0,583 >0,146 70
22 0,583 0,225 74
32 0,583 0,219 74

Portanto ao entrar no abaco com v=0,583 e u=0,219 tem-se ©=0,39 onde resulta em
uma armadura total de 46,1cm?.

Nota-se que os resultados encontrados sdao muito préximos, porém geralmente para
pilares em balanco com esse tipo de carregamento o Processo do Pilar-Padrao é contra
a seguranca.

3.2 Exemplo 2

O exemplo mostrado a seguir apresenta a verificagdo de um pilar com secéo variavel,
engastado na base e livre na extremidade superior.
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GEOMETRIA
A SECAQ AB

D,
M?il

3,0m

4TRECHO AB

LBl SECAOD BC

=
0,80, TRECHO BC 0.8

3,0m

NN

SECAO CD

1
TRECHO CD Mﬁﬂ

4,0m

Figura 11 — Geometria da pega.

Caracteristica dos materiais:
-concreto:  fx=20MPa
-aco: f,k=b00MPa

As armaduras estao dispostas por trecho, ou seja, para cada trecho tem uma armadura
diferente como mostra a figura 12, pois seria um exagero colocar a mesma armadura ao
logo de todo o pilar.

TRECHO AB TRECHO BC TRECHO CD
0,4 0,8 0,8
4016 8916 14920

Figura 12 - Armaduras para cada trecho do pilar.
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Com isso a verificagcdo do pilar é realizada para cada trecho separadamente. Se
existisse a mesma armadura ao logo do pilar e se a se¢ao fosse constante, a verificagao
seria feita uma Unica vez para o esforgco maximo, que ndo é o caso nesse exemplo.

Os carregamentos sao dados por:

© @) e

262 kN 262/150 =1.8 kN
— A 3OMN/M 40 A —
A A
g i
o i
60 k l 400 kN (N B 460/150 = 3,1 kN
B B —> 27 kN =
0.2/]]]]0.2 (. B
i
£
(e}
e 1
50 kKl —
C L } C } C } Eomo:ow
1
1
£
o —
ﬁ:
1
1
D D D D

Figura 13 — Tipos de carregamentos na estrutura.

O carregamento “C1” esta relacionado com o peso proprio da estrutura e com a carga
vertical da ponte rolante, o carregamento “C2” leva em consideracao o efeito do vento, o
carregamento “C3” considera o esfor¢co horizontal da ponte rolante, ou seja, o efeito da
frenagem e o carregamento “C4” a inclinagdo acidental do pilar. As cargas estdo em
valores caracteristicos, portanto nao estao multiplicados pelo coeficiente y:.

A combinacao mais desfavoravel para o estudo dos esforcos para verificacao do pilar,
de acordo com a NBR 6118:2003, é:

F,=(Cl1+C2+y,C3+y,C4)xy,

Considerando o vento como a principal agao variavel e utilizando y,=0,6 para frenagem
e Yo=1,0 para inclinacao acidental, obtém-se os valores representados na figura abaixo
com o respectivo diagrama de momento fletor para efeito de 12 ordem. Segundo a
interpretacdo da verséo final da NBR 6118:2003, poderia ser utilizado somente o vento
ou os efeitos da inclinagéo vertical, o que causar maior momento fletor na base do pilar.
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COMBINAGAO
1,4x(C1+C2+0,6xC3+C4) DIAGRAMA DE DIAGRAMA DE
MOMENTO FLETOR (kN.m) FORCA NORMAL (kN)
366,8 kN 0
'ikL/m 0—> 8,4 kN —t 66,8
1 1 c c
£ 5 £
< ™
” — 2 e
644 kN
44,1 378,
3% 27 kN s e
21,84 kN.m
| 4
5 & 5
" — 5 " "
84 kN
5 229 034,8
1118,8
— 7
é [ — 8 g g
< < <
1 9
10 205 1134,8

Figura 14 — Combinacao dos carregamentos e diagramas dos esforcos.

Primeiramente calcula-se a rigidez para cada trecho do pilar com a armadura existente
para depois se aplicar o processo P-A.

Trecho AB
Ng = 378,8kN
378,8

V= =
0,16x20000/1,4

il

_ 8x50/115
existente 0,16 X 20000/1’4

Usando o abaco B10F0 devido a disposi¢cao da armadura tem-se: x = 25
Resultando:
El ., =KkXA Xh>X f., =25x0,16x0,4”> x20000/1,4 = 9143kNm*

As = 8cm?, portanto @

>

Trecho BC
Ng= 1034,8kN
1034,8

V= =0,226
0,32x20000/1,4

17

Edicdo Eletrdnica da ABECE - Abril de 2007
Av. Brigadeiro Faria Lima, 1685 - ¢j. 2D — 01452-916 — fone:3097 8591 — fax: 3813 5719
Site: www.abece.com.br — E-mail: abece@abece.com.br




e-Artigo: 016-2007

Processo aproximado para a consideracao da nao-
linearidade fisica de pilares em concreto armado

-
| - - ]
| |
P

2iruu

Patricia Helena de Andrade Sartori Oliveira & Ricardo Leopoldo Silva e Franca'

As = 16cm?, portanto @, ., = 16x50/L15
0,32x20000/1,4

Usando o abaco CO5F0 devido a disposi¢ao da armadura tem-se: x = 28
Resultando:

El e = 28%0,32%X0,87 X 20000/1,4 = 81920kNm>

=0,152

Trecho CD

Ng=1134,

Lo li348
0,32x20000/1,4

B

AS = 44,1cm2’ portanto wexivtmte = 44’1X50/1’15 =
o 0,32x20000/1,4

Usando o dbaco CO5F0 tem-se: x = 40
Resultando:
El,, ., =40x0,32x0,8x20000/1,4 = 117029kNm*

Com estes valores de rigidez calcula-se o P-A conforme figura e tabela abaixo com:
Elesag = 9143 kN.m?

Elessc = 81920 kN.m?

Eles.co = 117029 kN.m?

]
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0 a1

1 az

2 as

3 aq

4 as

5] 9

6 27

7 448

8109

9 +aro

10
S

Figura 15 — Deslocamentos no Processo P-A.

Tabela 3 — Processo P-A.
Iteracao|a,(m) |az(m)|as(m)|as(m)|as(m)|as(m)|az(m)jas(m)ias(m)jaso(m)
0,141|0,117/0,095|0,075|0,058/0,042|0,028|0,017|0,008/ 0,002
0,183|0,151] 0,12 ]0,094/0,072/0,052|0,035|0,021| 0,01 {0,003
0,195| 0,16 |0,127|0,099|0,076|0,055|0,037|0,022| 0,01 {0,003
0,199|0,163|0,129|0,101|0,077/0,056/0,037|0,022| 0,01 {0,003
0,201/0,164| 0,13 ]0,102/0,078|0,056|0,037|0,022| 0,01 {0,003
0,201|0,164| 0,13 ]0,102|0,078|0,056|0,037|0,022| 0,01 {0,003

A |WIN|—=|O
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Os momentos fletores finais sao:
Tabela 4 — Esforgos Finais.
PONTO My (kN.m)
0
21
51
80/102
177
253
331
409
489
568
647

OO NOO|AWN|=|O

—_
o

Com os valores finais dos esforcos faz-se a verificagdo do pilar para cada trecho.

Trecho AB (pontos 0 a 3)
Mg max = 80KN.m, onde tem-se:

80 =0,088
0,16x0,4%x20000/1,4
Como v =0,166 e usando o abaco B10F0, novamente tem-se:
®=0,08 < w=0,152
Portanto a taxa de armadura existente € maior que a necessaria. Mas como ja foi
adotada a armadura minima, ndo se pode diminuir a quantidade de barras de aco.

lL[:

Trecho BC (pontos 3 a 6)

Mg max = 331kN.m, onde tem-se:
B 331 B
0,32x0,8x20000/1,4

Como v =0,226 e usando o abaco CO5F0 novamente tem-se:

®0=008<w=0,152

Portanto a taxa de armadura existente € maior que a necessaria. Mas como também ja
foi adotada a armadura minima, ndo se pode diminuir a quantidade de barras de aco.

]

Y7

Trecho CD (pontos 6 a 10)

Mg max = 647kN.m, onde tem-se:
647 _

0,32x0,8x20000/1,4

Como v =0,248 e usando o dbaco CO5F0 tem-se:

o =0,38 < »=0,420

lLl:

bl
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Portanto a taxa de armadura existente € maior que a necessaria. Conclui-se com a
verificacdo que o pilar esta dimensionado corretamente.

4 Conclusoes

A adocado da linearizagdo da relagdo momento-curvatura permite a construcdo de
abacos de interagdo momento-normal-rigidez secante para secgdes retangulares e
circulares, tanto cheia como vazada, tornando pratico e de grande auxilio nas atividades
de projeto, pois fornece diretamente a rigidez secante da peca, além da capacidade
portante para um determinado arranjo e valor de armadura, tornando assim mais
conveniente para caracterizar a nado-linearidade fisica da peca.

A utilizacdo do abaco correspondente ao valor de d'/h correto é fundamental no
dimensionamento e na verificagdo da peca. Para os pilares de se¢éo retangular vazada,
conclui-se que ao adotar uma espessura média h, no dimensionamento e na verificacao
€ equivalente a adotar as espessuras reais be € he para uma mesma area de concreto,
desde que se mantenha a distancia das barras em relacdo ao centro de gravidade da
peca.

Conclui-se, assim, que a utilizacao da rigidez secante adimensional para consideracao
da nao-linearidade fisica dos pilares € uma ferramenta de grande potencial e, em
conjunto com os processos do Pilar-Padréo, Pilar-Padrao Melhorado ou P-A, fornecem
resultados excelentes.
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